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　　摘　要：　完备高斯整数序列（ＰＧＩＳ）应用于扩频通信系统不仅能抑制干扰，而且可以获得高的传速率和频谱利
用率，因此本文基于分圆类提出一类与现有ＰＧＩＳ参数不同的奇长度ＰＧＩＳ的构造方法，ＰＧＩＳ的电平数（ｄｅｇｒｅｅ）为２和
３，并且利用系数序列和交织方法将奇数长ＰＧＩＳ扩展为偶数长 ＰＧＩＳ．在一定条件下，基于分圆类的构造方法，可以获
得大量高能量效率ＰＧＩＳ，最大能量效率接近１，这对工程应用具有重要的实际意义，本文的构造结果可为宽带扩频通
信系统提供更多的地址选择空间．
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１　引言
　　高斯整数序列是一类形如 ａ＋ｂｊ的复数序列，ａ，ｂ

∈Ζ，其中 槡ｊ＝ －１，通信中广泛应用的四元序列和
ＱＡＭ序列是高斯整数序列的特殊形式．高斯整数序列
作为新型地址码可应用于正交频分复用（ＯＦＤＭ）系
统［１，２］和码分多址（ＣＤＭＡ）系统［３，４］中，提供高的传输效

率和高频谱利用率．近年来，高斯整数序列设计吸引了
一批优秀研究者，尤其是具有理想自相关特性的高斯

整数序列，即完备高斯整数序列（ＰＧＩＳ）设计成为了最

佳序列设计领域新的研究方向，大大的扩展了最佳序

列的存在范围．
现有ＰＧＩＳ的构造方法主要集中于分圆，循环差集，

交织以及多项式等方法实现．基于分圆思想，在有限域
Ｇ（ｐ）上，文献［５］利用２阶和４阶分圆构造了非零元素
数（ｄｅｇｒｅｅ）为３和５的 ＰＧＩＳ，文献［６］结合傅里叶变换
在２阶分圆上构造了ｄｅｇｒｅｅ２和３的ＰＧＩＳ，并利用上采
样技术将ｐ长ｄｅｇｒｅｅ２和３的ＰＧＩＳ扩展为ｍｐ长的ｄｅ
ｇｒｅｅ３和４的ＰＧＩＳ，其中ｐ＝ｅｆ＋１为奇素数；文献［７］利
用Ｗｈｉｔｅｍａｎ广义分圆在有限域Ｇ（Ｎ）中构造了 ｄｅｇｒｅｅ
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３和５的ＰＧＩＳ，其中Ｎ＝ｐ（ｐ＋２），ｐ为素数．利用循环差
集，文献［８，９］构造了长度为 Ｎ＝２ｍ －１ｄｅｇｒｅｅ２的

ＰＧＩＳ；文献［１０］基于参数为（Ｎ，Ｎ－２２ ，
Ｎ－３
４ ）的循环差

集构造了ｄｅｇｒｅｅ４的ＰＧＩＳ．运用交织方法，文献［１１］利
用两个长度为Ｎ的完备整数序列进行交织和映射构造
了长度为２Ｎ电平数不确定的 ＰＧＩＳ．除了以上方法外，
文献［１１］将整数集合ＺＮ划分成ｋ＋１个子集，并定义了
一个由ｋ＋１个不同元素组成的基本序列，建立了构造
ＰＧＩＳ的ｋ＋１个不同系数的ｋ个约束方程，构造出长度为
Ｎ＝ｐｋ，ｄｅｇｒｅｅ小于ｋ＋１的ＰＧＩＳ，其中ｐ是质数．在ＰＧＩＳ
的设计过程中，文献［１５］提出了高斯整数能量效率的指
导思路，利用离散傅里叶变换构造了一些偶长度的ＰＧＩＳ，
并计算出对应的能量效率．最近文献［１３］通过简单ＰＧＩＳ
和多个扩展域上的迹函数运算构造了大量的ｄｅｇｒｅｅ２的
长ＰＧＩＳ，当序列长度足够长时可实现能量效率为１．

在通信系统中序列具有高的能量效率意味着传输峰

均比低，对实际应用更有工程意义，因此本文提出了基于

分圆类来实现高能量效率的ＰＧＩＳ构造方法．本文分离出
高斯整数序列的实部和虚部序列，给出了构造ＰＧＩＳ的实
部及虚部序列参数充要条件，基于２阶分圆类得到了一
类奇长度且具有高能量效率的ＰＧＩＳ；同时给出了所构造
序列的长度扩展方法，得到了偶数长为２Ｎ的ＰＧＩＳ．本文
构造出的ＰＧＩＳ参数设置灵活，数量多，结构简单，具有较
高的能量效率，推广了最佳序列的设计结果．

２　预备知识
　　定义１　设长度为 Ｎ的高斯整数序列 ｓ（ｔ）＝ａ（ｔ）
＋ｂ（ｔ）ｊ，其中ａ＝（ａ（ｔ）｜０≤ｔ≤Ｎ－１），ｂ＝（ｂ（ｔ）｜０≤ｔ

≤Ｎ－１）是整数序列， 槡ｊ＝ －１，则序列ｓ的自相关函数
表示为

Ｒｓ（τ）＝∑
Ｎ－１

ｔ＝０
ｓ（ｔ）ｓ（ｔ＋τ）

＝∑
Ｎ－１

τ＝０
（ａ（ｔ）＋ｂ（ｔ）ｊ）（ａ（ｔ＋τ）＋ｂ（ｔ＋τ）ｊ）

＝Ｒａ（τ）＋Ｒｂ（τ）－（Ｒａｂ（τ）－Ｒｂａ（τ））ｊ （１）
其中，ｓ（ｔ＋τ）表示 ｓ（ｔ＋τ）的共轭，０≤τ≤Ｎ－１．若
满足

Ｒｓ（τ）＝
Ｒ， τ＝０
０，{ 其他

（２）

则序列ｓ是ＰＧＩＳ，其中Ｒ不为０．
　　定义２［１４］　设Ｎ＝ｅｆ＋１为奇素数幂，Ｇ（Ｎ）为有限
域．Ｇ（Ｎ） ＝Ｇ（Ｎ）＼｛０｝，设 ｋ为 Ｇ（Ｎ）的本原元，ｚ＝
ｋｅ，令

Ｈｅｉ＝（ｋ
ｉ，ｋｉｚ，ｋｉｚ２，…，ｋｉｚｆ－１），０≤ｉ≤ｅ－１ （３）

称Ｈｅ０，Ｈ
ｅ
１，…，Ｈ

ｅ
ｅ－１为ｅ次分圆类．

　　定义３［１４］　设Ｎ＝ｅｆ＋１为奇素数幂，有０≤ｉ，ｍ≤ｅ
－１，则
（ｉ，ｍ）ｅ＝｜｛（ｘ，ｙ）｜ｘ∈Ｈ

ｅ
ｉ，ｙ∈Ｈ

ｅ
ｍ，ｘ＋１＝ｙ｝｜　　

＝｜（Ｈｅｉ＋ｇ）∩Ｈ
ｅ
ｍ｜ （４）

（ｉ，ｍ）ｅ为ｅ阶分圆数，且有如下性质：
（１）（ｉ′，ｍ′）ｅ＝（ｉ，ｍ）ｅ，其中 ｉ′≡ｉ（ｍｏｄｅ），ｍ′≡ｍ

（ｍｏｄｅ）；
（２）（ｉ，ｍ）ｅ＝（ｅ－ｉ，ｍ－ｉ）ｅ；
（３）当ｇ∈Ｈｅｌ，ｘ＋ｇ＝ｙ，ｘ∈Ｈ

ｅ
ｉ，ｙ∈Ｈ

ｅ
ｍ，则方程解的

个数为（ｉ－ｌ，ｍ－ｌ）ｅ．
　　定义４［１５］　设序列ｓ＝（ｓ（ｔ）｜０≤ｔ≤Ｎ－１），其能量
效率η定义为

η≡
Ｅｓ

ｍａｘ
０≤ｔ≤Ｎ－１

｜ｓ（ｔ）｜２
（５）

其中，Ｅｓ＝
１
Ｎ∑

Ｎ－１

ｔ＝０
｜ｓ（ｔ）｜２为信号的平均能量．显然，序

列能量效率的表达式是峰值平均功率比（ＰＡＰＲ）的倒
数，因此实际工程中期望应用的序列应当具有较高的

能量效率．
　　引理１［１６］　设Ｎ＝２ｆ＋１为奇素数幂，那么

（１）如果ｆ是偶数，则２阶分圆数满足

（０，０）２＝
（ｆ－２）
２ ，（０，１）２＝（１，１）２＝（１，０）２＝

ｆ
２
（６）

（２）如果ｆ为奇数，则２阶分圆数满足

（０，１）２＝
（ｆ＋１）
２ ，（０，０）２＝（１，１）２＝（１，０）２＝

（ｆ－１）
２
（７）

　　引理２［５］　设 Ｎ＝２ｆ＋１为奇素数幂，二次分圆类
为Ｈ２ｉ，０≤ｉ≤１，那么有如下性质

（１）若ｆ是偶数，ｇ∈Ｈ２ｉ，则Ｎ－ｇ∈Ｈ
２
ｉ；

（２）若ｆ是奇数，ｇ∈Ｈ２ｉ，则Ｎ－ｇ∈Ｈ
２
ｉ＋１．

３　ＰＧＩＳ构造方法

３．１　长度为奇素数Ｎ＝２ｆ＋１的ＰＧＩＳ构造
　　引理３　设整数序列ａ＝（ａ（ｔ）｜０≤ｔ≤Ｎ－１），ｂ＝
（ｂ（ｔ）｜０≤ｔ≤Ｎ－１），则ｓ＝｛ｓ（ｔ）｜０≤ｔ≤Ｎ－１），ｓ（ｔ）＝
ａ（ｔ）＋ｂ（ｔ）ｊ｝是ＰＧＩＳ的充要条件为序列ｓ满足

Ｒａ（τ）＋Ｒｂ（τ）＝
Ｒ， τ＝０
０，{ 其他

且Ｒａｂ（τ）＝Ｒｂａ（τ），τ＝１，２，…，Ｎ－１，Ｒ为正整数．
　　引理４　若序列 ｓ＝｛ｓ（ｔ）｜０≤ｔ≤Ｎ－１），ｓ（ｔ）＝
ａ（ｔ）＋ｂ（ｔ）ｊ｝为 ＰＧＩＳ，那么 ｓ′＝｛ｓ′（ｔ）｜０≤ｔ≤Ｎ－１，
ｓ′（ｔ）＝ｂ（ｔ）＋ａ（ｔ）ｊ｝也为ＰＧＩＳ．

引理３和４可由定义１得出，引理４提示 ＰＧＩＳ可
通过实部和虚部序列互换方式得到两组不同的序列．

７０８
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引理３揭示当序列 ａ的所有元素值相同（不为零），不
论序列ｂ内的元素取何值，都有 Ｒａｂ（τ）＝Ｒｂａ（τ），那么
需要ａ和ｂ满足

Ｒａ（τ）＋Ｒｂ（τ）＝
Ｒ， τ＝０
０，{ 其他

序列ｓ即为ＰＧＩＳ，由此本文提出构造ＰＧＩＳ的方法如下．
设Ｎ＝２ｆ＋１为奇素数幂，２阶分圆类为 Ｈ２ｉ，其中０

≤ｉ＜２，定义一个长度为Ｎ的复整数序列ｓ＝｛ｓ（ｔ）｜０≤
ｔ≤Ｎ－１，ｓ（ｔ）＝ａ（ｔ）＋ｂ（ｔ）ｊ｝，有

ａ（ｔ）＝Ａ，ｂ（ｔ）＝

Ｂ， ｔ＝０
Ｃ， ｔ∈Ｈ２０
Ｄ， ｔ∈Ｈ{ ２

１

（８）

即可得

ｓ（ｔ）＝

Ａ＋Ｂｊ， ｔ＝０
Ａ＋Ｃｊ， ｔ∈Ｈ２０
Ａ＋Ｄｊ， ｔ∈Ｈ{ ２

１

（９）

其中，Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ是任意整数，且Ｂ、Ｃ、Ｄ不全为０．
　　定理１　按照上述条件构造的高斯整数序列 ｓ是
ＰＧＩＳ的充要条件为

（Ｃ＋Ｄ）２·（ｆ－１）２ ＋（ＢＣ＋ＣＤ＋ＤＢ）＝－Ａ２·Ｎ

（１０）
　　证明　由上述构造方法可知序列 ａ＝（ａ（ｔ）｜０≤ｔ
≤Ｎ－１）是元素全为Ａ的恒值序列，所以整数序列 ｂ＝
（ｂ（ｔ）｜０≤ｔ≤Ｎ－１）中元素不论取何值，显然都有 Ｒａｂ
（τ）＝Ｒｂａ（τ），且由于 Ｂ、Ｃ和 Ｄ是不全为０的整数，因
此Ｒａ（０）＋Ｒｂ（０）＝Ｒ，Ｒ为正整数．同时，由定义３可得
　　Ｒａ（τ）＋Ｒｂ（τ）＝Ａ

２·Ｎ＋Ｃ２（（Ｈ２０＋τ）∩Ｈ
２
０）

　＋Ｄ２·（（Ｈ２１＋τ）∩Ｈ
２
１）

　＋ＤＣ（Ｎ－（（Ｈ２０＋τ）∩Ｈ
２
０）

　－（（Ｈ２１＋τ）∩Ｈ
２
１）－２）

　＋Ｂ（ｓ（τ）＋ｓ（Ｎ－τ））
＝Ａ２·Ｎ＋Ｃ２（ｉ，０）２＋Ｄ

２（ｉ＋１，０）２
　＋ＤＣ（Ｎ－（ｉ，０）２－（ｉ＋１，０）２－２）
　＋Ｂ（ｓ（τ）＋ｓ（Ｎ－τ）） （１１）

其中，τ＝１，２，…，Ｎ－１，ｉ＝０，１．
由引理３可知，当τ≠０时序列ｓ为ＰＧＩＳ的充要条

件为Ｒａ（τ）＋Ｒｂ（τ）＝０，式（１１）按ｆ的奇偶分别讨论：
（１）当ｆ是奇数，

若τ∈Ｈ２０，由引理１和２可得

　　Ｒａ（τ）＋Ｒｂ（τ）＝Ａ
２·Ｎ＋（Ｃ２＋Ｄ２）·（ｆ－１）２

　＋ＤＣ·ｆ＋Ｂ（Ｄ＋Ｃ）

＝Ａ２·Ｎ＋（Ｃ＋Ｄ）２·（ｆ－１）２

　＋ＣＤ＋Ｂ（Ｃ＋Ｄ） （１２）

即若满足（Ｃ＋Ｄ）２·（ｆ－１）２ ＋（ＢＣ＋ＣＤ＋ＤＢ）＝－Ａ２

·Ｎ，则Ｒａ（τ）＋Ｒｂ（τ）＝０．

若τ∈Ｈ２１，同样有（Ｃ＋Ｄ）
２·
（ｆ－１）
２ ＋（ＢＣ＋ＣＤ＋ＤＢ）

＝－Ａ２·Ｎ．
（２）当ｆ是偶数，

若τ∈Ｈ２０，

　Ｒａ（τ）＋Ｒｂ（τ）＝Ａ
２·Ｎ＋Ｃ２·（ｆ－２）２ ＋Ｄ２· ｆ２

　＋ＤＣ·ｆ＋２ＢＣ＝０ （１３）
若τ∈Ｈ２１，

　Ｒａ（τ）＋Ｒｂ（τ）＝Ａ
２·Ｎ＋Ｃ２· ｆ２＋Ｄ

２·
（ｆ－２）
２

　＋ＤＣ·ｆ＋２ＢＤ＝０ （１４）
整理后可得当ｆ为偶数时 Ｒａ（τ）＋Ｒｂ（τ）＝０的充要条
件为

ｆ
２·（Ｃ＋Ｄ）

２－Ｃ２＋２ＢＣ＋Ａ２Ｎ＝０

ｆ
２·（Ｃ＋Ｄ）

２－Ｄ２＋２ＢＤ＋Ａ２Ｎ{ ＝０
（１５）

方程组式（１５）两式相加合并可得

（Ｃ＋Ｄ）２·（ｆ－１）２ ＋（ＢＣ＋ＣＤ＋ＤＢ）＝－Ａ２·Ｎ

（１６）
综上所述定理１成立． 证毕

根据定理１给出了实现ＰＧＩＳ的实部和虚部序列的
参数约束条件，可以提供大量的参数组合形式．满足式
（１０）的参数形式很多，分别对ｆ为奇数和偶数两种情况
讨论，下面举例说明：

（１）ｆ为奇数，当｜Ｃ＋Ｄ｜＝１时，有 Ｂ＝±（Ａ２Ｎ＋
ｆ－１
２ ＋ＣＤ）为整数，但此时若ｆ为偶数，式（１０）则无解；

（２）ｆ为偶数，令Ｃ＋Ｄ＝２ｋ，其中ｋ为整数，则 Ｃ与
Ｄ奇偶性相同，当Ａ与Ｃ、Ｄ奇偶性也相同时，Ｂ有整数
解，例如：若Ｃ＝Ｄ＝ｋ，Ａ＝ｐｋ，其中 ｐ为奇数，则 Ｂ＝－ｋ

·
（２ｆ－１）＋（２ｆ＋１）ｐ２

２ ；若Ｃ＝４ｋ，Ｄ＝－２ｋ，Ａ＝２ｎｋ，其

中ｎ为整数，则Ｂ＝－ｋ［（ｆ－５）＋２ｎ２（２ｆ＋１）］．
（３）若取Ａ＝Ｃ＝Ｄ时，无论 ｆ为何值，定理１都可

得整数解Ｂ＝－２ｆＡ．除以上举例，其他情况也存在解．
　　例１　当Ｎ＝２ｆ＋１＝７时，ｆ＝３为奇数，２阶分圆类
为Ｈ２０＝（１，２，４），Ｈ

２
１＝（３，５，６），设 Ａ＝１，可取 Ｂ＝６，Ｃ

＝－１，Ｄ＝２，则序列ａ＝（１，１，１，１，１，１，１），ｂ＝（－６，－
１，－１，２，－１，２，２），可得ｓ＝（１－６ｊ，１－ｊ，１－ｊ，１＋２ｊ，１
－ｊ，１＋２ｊ，１＋２ｊ），它是一个实部恒为１，长度为７，电平

８０８



第　４　期 刘　凯：基于分圆类的完备高斯整数序列构造

数为３的ＰＧＩＳ，其自相关函数为Ｒｓ（τ）＝（５８，０，０，０，０，
０，０）．
３．２　长度为偶数的ＰＧＩＳ扩展构造方法

为了更好满足工程实际需要，本文利用交织方法

和系数序列将奇数长的 ＰＧＩＳ扩展到偶数长，构造过程
如下．

设序列ｓ＝｛ｓ（ｔ）｜０≤ｔ≤Ｎ－１｝，其中 Ｎ为奇数．对
序列ｓ进行交织操作得到序列

　　ｓ′＝Ｉ（ｓ（ｔ），ｓ（ｔ＋Ｎ＋１２ ）ｍｏｄＮ）

＝（ｓ（０），ｓ（Ｎ＋１２ ），ｓ（１），ｓ（１＋
Ｎ＋１
２ ），…，

　ｓ（Ｎ－１），ｓ（Ｎ－１２ ）），

其中，Ｉ称为交织操作．令序列 ｌ＝（ｌ０，ｌ１）＝（ａ±ａｊ，ｂ
ｂｊ）或者（ａ±ｂｊ，ｂａｊ），其中ａ和ｂ为不全为零的整数，
那么可定义２Ｎ长序列为ｍ＝｛ｍ（ｔ）＝ｓ′（ｔ）ｌｔｍｏｄ２｜０≤
ｔ≤２Ｎ－１｝．
　　定理２　当上述基序列 ｓ＝｛ｓ（ｔ）｜０≤ｔ≤Ｎ－１｝为
ＰＧＩＳ时，序列ｍ是长度为２Ｎ的ＰＧＩＳ．
　　证明　由于ｓ为ＰＧＩＳ，其自相关函数可表示为

Ｒｓ（τ）＝
Ｒ， τ＝０
０， τ≠{ ０

序列ｌ的自相关函数为

Ｒｌ（τ）＝
２（ａ２＋ｂ２）， τ＝０
０， τ{ ＝１

下面以ｌ＝（ｌ０，ｌ１）＝（ａ＋ａｊ，ｂ－ｂｊ）为例证明，其余情况
类似．设０≤τ≤２Ｎ－１，令τ＝２τ１＋τ２，其中０≤τ１≤Ｎ－
１，τ２＝０，１，那么

（１）当τ＝０时，

Ｒｍ（０）＝ｌ
２
０∑
Ｎ－１

ｔ＝０
ｓ（ｔ）ｓ（ｔ）＋ｌ２１∑

Ｎ－１

ｔ＝０
ｓ（ｔ＋Ｎ＋１２ ）

ｍｏｄＮ

　ｓ（ｔ＋Ｎ＋１２ ）ｍｏｄＮ

＝Ｒｌ（０）Ｒｓ（０）
＝２（ａ２＋ｂ２）Ｒｓ（０） （１７）

（２）当τ≠０时，若τ２＝０，则有τ１≠０，那么

Ｒｍ（τ）＝ｌ
２
０∑
Ｎ－１

ｔ＝０
ｓ（ｔ）ｓ（ｔ＋τ１）ｍｏｄＮ

＋ｌ２１∑
Ｎ－１

ｔ＝０
ｓ（ｔ＋Ｎ＋１２ ）ｍｏｄＮｓ

（ｔ＋Ｎ＋１２ ＋τ１）ｍｏｄＮ

＝Ｒｌ（０）Ｒｓ（τ１）
＝０ （１８）

若τ２＝１，

Ｒｍ（τ）＝ｌ０ｌ

１∑
Ｎ－１

ｔ＝０
ｓ（ｔ）ｓ（ｔ＋Ｎ＋１２ ＋τ１）ｍｏｄＮ

＋ｌ１ｌ

０∑
Ｎ－１

ｔ＝０
ｓ（ｔ＋Ｎ＋１２ ）ｍｏｄＮｓ

（ｔ＋τ１＋１）

＝Ｒｌ（１）Ｒｓ（
Ｎ＋１
２ ＋τ１）

＝０ （１９）
综上所述定理２成立． 证毕

　　例２　例１中ｓ＝（１－６ｊ，１－ｊ，１－ｊ，１＋２ｊ，１－ｊ，１
＋２ｊ，１＋２ｊ）是长度为７的ＰＧＩＳ，那么ｓ′＝（１－６ｊ，１－ｊ，
１－ｊ，１＋２ｊ，１－ｊ，１＋２ｊ，１＋２ｊ，１－６ｊ，１－ｊ，１－ｊ，１＋２ｊ，１
－ｊ，１＋２ｊ，１＋２ｊ），选取ｌ＝（１＋ｊ，１－ｊ），可得
ｍ＝（７－５ｊ，－２ｊ，２，３＋ｊ，２，３＋ｊ，－１＋３ｊ，－５－７ｊ，
２，－２ｊ，－１＋３ｊ，－２ｊ，－１＋３ｊ，３＋ｊ），

自相关函数为Ｒｍ（τ）＝（２３２，０，０，…，０），序列 ｍ为长
度为１４的ＰＧＩＳ．

４　ＰＧＩＳ能量效率分析
　　根据定义４和定理１中构造的 ＰＧＩＳ参数形式，容
易得到序列的能量效率为

η＝
Ｅｓ

ｍａｘ
０≤ｔ≤Ｎ－１

｜ｓ（ｔ）｜２
＝
Ａ２＋ Ｂ

２

２ｆ＋１＋
ｆ

２ｆ＋１（Ｃ
２＋Ｄ２）

Ａ２＋ｍａｘ（Ｂ２，Ｃ２，Ｄ２）

（２０）

其中，Ｅｓ＝
１
Ｎ∑

Ｎ－１

ｔ＝０
｜ｓ（ｔ）｜２＝１Ｎ（ＮＡ

２＋Ｂ２＋Ｎ－１２ （Ｃ
２＋

Ｄ２）），ｍａｘ
０≤ｔ≤Ｎ－１

｜ｓ（ｔ）｜２＝Ａ２＋ｍａｘ（Ｂ２，Ｃ２，Ｄ２）．

若令Ｃ＋Ｄ＝－１，则有Ｂ＝Ａ２Ｎ＋ｆ－１２ ＋ＣＤ．不妨设

Ｃ≥０，显然有负整数Ｄ＝－（Ｃ＋１），那么 Ｃ＜｜Ｄ｜．再令
｜Ｂ｜≤｜Ｄ｜，则｜Ｄ｜＝ｍａｘ｛｜Ｂ｜，｜Ｃ｜，｜Ｄ｜｝，此时式（２０）
可化简为：

η＝ Ａ
２Ｎ

Ａ２＋Ｄ２
＋
（Ｄ２＋Ｄ＋ｆ＋１２ －Ａ

２Ｎ）
２

Ｎ（Ａ２＋Ｄ２）
（２１）

可见，序列能量效率受到 Ａ、Ｄ和 ｆ的影响，且由于 Ｄ为
负整数，根据｜Ｂ｜≤｜Ｄ｜，可得：

－１－ Ａ２Ｎ＋（ｆ－１）２槡 ＋１≤Ｄ≤－ Ａ２Ｎ＋（ｆ－１）槡 ２
（２２）

式（２２）给出了 Ｄ的取值条件，Ｄ受到 Ａ和 ｆ取值的制
约，从而可相应确定 Ｃ和 Ｂ的值．图１显示了当 ｆ分别
为３、５和７时，即序列长度 Ｎ分别为７、１１、１９时，η随
｜Ａ｜的变化情况；图２给出了｜Ａ｜取值在［１，５０］区间内
且Ｎ≤２００（由定义３计算可得ｆ为奇数时存在２阶分圆
的序列长度为３、７、１１、１９、３１、５９、６７、８３、１０７、１３１、１３９、
１６３、１７９）时的η最小值ηｍｉｎ、最大值 ηｍａｘ及平均值 ηｍｅａｎ
的分布曲线．

图１中显示随着ｆ值的增加η也增大，Ｎ＝１９的曲线
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明显比Ｎ＝７的曲线平均能量效率高；当ｆ、Ａ足够大时，η
趋近于１．图２可见，当Ｎ＞７，ηｍｉｎ都超过７０％；ηｍｅａｎ皆大
于９０％，而接近１的ηｍａｘ几乎发生在全部长度上．这说明
随着Ｎ的增大序列能量效率η递增，且ηｍｅａｎ曲线Ｎ越增
大，曲线越靠近ηｍａｘ，表明具有高能量效率的 ＰＧＩＳ数量

越多，适合于工程应用．本文给出了长度为Ｎ＝２ｆ＋１的
ＰＧＩＳ构造方法，文献［５］和［６］也利用２阶分圆得到了相
同长度且电平特征相近的ＰＧＩＳ，现以Ｎ＝１９长 ＰＧＩＳ为
例比较本文与已有文献构造结果见表１．

表１　序列长度为１９的ＰＧＩＳ比较

文献 定理
电平数

（ｄｅｇｒｅｅ）
能量效率

（η）
构造实例

［５］
定理１
（例１）

３ ７０．８％
（－２－２ｊ，－３－３ｊ，２＋２ｊ，２＋２ｊ，－３－３ｊ，－３－３ｊ，－３－３ｊ，－３－３ｊ，２＋２ｊ，－３－３ｊ，
２＋２ｊ，－３－３ｊ，２＋２ｊ，＋２＋２ｊ，２＋２ｊ，２＋２ｊ，－３－３ｊ，－３－３ｊ，２＋２ｊ）

［６］

定理４
（例１）

３ ７０．８％
（－２０－２０ｊ，－３０－３０ｊ，２０＋２０ｊ，２０＋２０ｊ，－３０－３０ｊ，－３０－３０ｊ，－３０－３０ｊ，－３０－３０ｊ，
２０＋２０ｊ，－３０－３０ｊ，２０＋２０ｊ，－３０－３０ｊ，２０＋２０ｊ，２０＋２０ｊ，２０＋２０ｊ，２０＋２０ｊ，
－３０－３０ｊ，－３０－３０ｊ，２０＋２０ｊ）

定理５
（例３）

２ ６８．４％
（－７－ｊ，－７－ｊ，１０＋５ｊ，１０＋５ｊ，－７－ｊ，－７－ｊ，－７－ｊ，－７－ｊ，１０＋５ｊ，－７－ｊ，１０＋５ｊ，
－７－ｊ，１０＋５ｊ，１０＋５ｊ，１０＋５ｊ，１０＋５ｊ，－７－ｊ，－７－ｊ，１０＋５ｊ）

定理７
（例４）

２ １６．３％
（３７－１６ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，
－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ，－１＋３ｊ）

本文 定理１

３ ８０．４％
（１＋３ｊ，１＋４ｊ，１－５ｊ，１－５ｊ，１＋４ｊ，１＋４ｊ，１＋４ｊ，１＋４ｊ，１－５ｊ，１＋４ｊ，１－５ｊ，１＋４ｊ，
１－５ｊ，１－５ｊ，１－５ｊ，１－５ｊ，１＋４ｊ，１＋４ｊ，１－５ｊ）；

２ ９１．４％
（２－１０ｊ，２＋９ｊ，２－１０ｊ，２－１０ｊ，２＋９ｊ，２＋９ｊ，２＋９ｊ，２＋９ｊ，２－１０ｊ，２＋９ｊ，２－１０ｊ，
２＋９ｊ，２－１０ｊ，２－１０ｊ，２－１０ｊ，２－１０ｊ，２＋９ｊ，２＋９ｊ，２－１０ｊ）；

３ ９０．０％
（３－７ｊ，３＋１３ｊ，３－１４ｊ，３－１４ｊ，３＋１３ｊ，３＋１３ｊ，３＋１３ｊ，３＋１３ｊ，３－１４ｊ，３＋１３ｊ，
３－１４ｊ，３＋１３ｊ，３－１４ｊ，３－１４ｊ，３－１４ｊ，３－１４ｊ，３＋１３ｊ，３＋１３ｊ，３－１４ｊ）

　　本文与文献［５］皆在时域上利用２阶分圆类实现
了ＰＧＩＳ的构造，但文献［５］定理１的约束条件并不能
覆盖本文构造结果．文献［６］基于２阶分圆序列，利用
ＤＦＴ方法在频域上实现了 ＰＧＩＳ的构造，其参数形式多
样但约束条件较为复杂．本文从工程背景出发，设计了
具有高能量效率的 ＰＧＩＳ的构造方法，得到了符合工程
应用的大量高能量效率的ＰＧＩＳ，这也是区别于文献［５］
和［６］之处．

５　结论
　　本文基于 ＰＧＩＳ的实部和虚部序列相关函数需要
满足的充要条件，结合２阶分圆类，构造了一类长度为

Ｎ＝２ｆ＋１，ｄｅｇｒｅｅ为２和３的 ＰＧＩＳ，序列形式不同于已
有的构造结果，而且通过参数约束条件可以获得接近１
的能量效率．此外，还提出一种将奇数长 ＰＧＩＳ扩展为
偶数长序列的方法，补充了 ＰＧＩＳ的存在范围．本方法
参数设置灵活简单，构造结果丰富，可以获得大量具有

高能量效率的ＰＧＩＳ，能很好的应用于实际通信中．

参考文献

［１］ＣＨＡＮＧＣＹ，ＬＩＹ，ＨＩＲＡＴＡＪ．Ｎｅｗ６４ＱＡＭＧｏｌａｙｃｏｍ
ｐｌｅｍｅｎｔａｒｙｓｅｑｕｅｎｃｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａ
ｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２０１０，５６（５）：２４７９－２４８５．

［２］ＣＨＯＮＧＣＶ，ＶＥＮＫＡＴＡＲＡＭＡＮＩＲ，ＴＡＲＯＫＨＶ．Ａ

０１８



第　４　期 刘　凯：基于分圆类的完备高斯整数序列构造

ｎｅｗｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆ１６ＱＡＭ Ｇｏｌａｙｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙｓｅ
ｑｕｅｎｃｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，
２００３，４９（１１）：２９５３－２９５９．

［３］ＤＥＮＧＸＭ，ＦＡＮＰＺ，ＳＵＣＨＩＲＯＮ．Ｓｅｑｕｅｎｃｅｓｗｉｔｈｚｅｒｏ
ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｏｖｅｒＧａｕｓｓｉａｎｉｎｔｅｇｅｒ［Ｊ］．ＩＥＥＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓＬｅｔ
ｔｅｒｓ，２０００，３６（６）：５５２－５５３．

［４］ＨＵＢＥＲＫ．ＣｏｄｅｓｏｖｅｒＧａｕｓｓｉａｎｉｎｔｅｇｅｒｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓ
ａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，１９９４，４０（１）：２０７－２１６．

［５］ＹＡＮＧＹａｎｇ，ＴＡＮＧＸｉａｏｈｕ，ＺＨＯＵＺｈｅｎｇｃｈｕｎ．Ｐｅｒｆｅｃｔ
Ｇａｕｓｓｉａｎｉｎｔｅｇｅｒｓｅｑｕｅｎｃｅｓｏｆｏｄｄｐｒｉｍｅｌｅｎｇｔｈ［Ｊ］．ＩＥＥＥ
ＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＬｅｔｔｅｒｓ，２０１２，１９（１０）：６１５－６１８．

［６］ＣＨＡＮＧＨＨ，ＬＩＣＰ，ＬＥＥＣＤ，ｅｔａｌ．ＰｅｒｆｅｃｔＧａｕｓｓｉａｎｉｎ
ｔｅｇｅｒｓｅｑｕｅｎｃｅｓｏｆａｒｂｉｔｒａｒｙｃｏｍｐｏｓｉｔｅｌｅｎｇｔｈ［Ｊ］．ＩＥＥＥ
ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２０１５，６１（７）：４１０７
－４１１５．

［７］ＭＡＸｉｕｗｅｎ，ＷＥＮＱｉａｏｙａｎ，ＺＨＡＮＧＪｉｅ，ｅｔａｌ．Ｎｅｗｐｅｒ
ｆｅｃｔＧａｕｓｓｉａｎｉｎｔｅｇｅｒｓｅｑｕｅｎｃｅｓｏｆｐｅｒｉｏｄｐｑ［Ｊ］．ＩＥＩＣＥ
ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＦｕｎｄａｍｅｎｔａｌｏｆＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓＣｏｍｍｕｎｉｃａ
ｔｉｏｎｓａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１３，Ｅ９６Ａ（１１）：２２９０
－２２９３．

［８］ＬＥＥＣＤ，ＬＩＣＰ，ＣＨＡＮＧＨＨ，ｅｔａｌ．Ｆｕｒｔｈｅｒｒｅｓｕｌｔｓｏｎ
ｄｅｇｒｅｅ２ｐｅｒｆｅｃｔＧａｕｓｓｉａｎｉｎｔｅｇｅｒｓｅｑｕｅｎｃｅｓ［Ｊ］．ＩＥＴＣｏｍ
ｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１６，１０（１２）：１５４２－１５５２．

［９］ＬＥＥＣＤ，ＨＵＡＮＧＹＰ，ＣＨＡＮＧＨＨ，ｅｔａｌ．Ｐｅｒｆｅｃｔ
Ｇａｕｓｓｉａｎｉｎｔｅｇｅｒｓｅｑｕｅｎｃｅｓｏｆｏｄｄｐｅｒｉｏｄ２ｍ－１［Ｊ］．ＩＥＥＥ
ＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＬｅｔｔｅｒｓ，２０１５，２２（７）：８８１－８８５．

［１０］ＰＥＮＧＸＰ，ＲＥＮＪＤ，ＸＵＣＱ，ＬＩＵＫ．ＰｅｒｆｅｃｔＧａｕｓｓｉａｎ
ｉｎｔｅｇｅｒｓｅｑｕｅｎｃｅｓｏｆｄｅｇｒｅｅ４ｕｓｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｅｔｓ［Ｊ］．
ＩＥＩＣＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＦｕｎｄａｍｅｎｔａｌｏｆＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓＣｏｍ
ｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１６，Ｅ９９Ａ（１２）：
２６０４－２６０８．

［１１］ＰＥＮＧＸＰ，ＸＵＣＱ．ＮｅｗｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｏｆｐｅｒｆｅｃｔＧａｕｓｓ
ｉａｎｉｎｔｅｇｅｒｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｅｖｅｎｌｅｎｇｔｈ［Ｊ］．ＩＥＥＥＣｏｍｍｕｎｉ
ｃａｔｉｏｎｓＬｅｔｔｅｒｓ，２０１４，１８（９）：１５４７－１５５０．

［１２］ＣＨＡＮＧＨＨ．Ｄｅｇｒｅｅ（ｋ＋１）ｐｅｒｆｅｃｔＧａｕｓｓｉａｎｉｎｔｅｇｅｒ
ｓｅｑｕｅｎｃｅｓｏｆｐｅｒｉｏｄｐｋ［Ａ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆＩＥＥＥＩｎｔｅｒｎａ
ｔｉｏｎａｌＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ［Ｃ］．Ａａｃｈｅｎ，
Ｇｅｒｍａｎｙ：ＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＥｌｅｃｔｒｉｃａｌａｎｄＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓＥｎｇｉｎｅｅｒｓ
Ｉｎｃ，２０１７．１５０５－１５０９．

［１３］ＬＥＥＣＤ，ＨＯＮＧＳＨ．ＧｅｎｅｒａｔｉｏｎｏｆｌｏｎｇｐｅｒｆｅｃｔＧａｕｓｓｉ
ａｎｉｎｔｅｇｅｒｓｅｑｕｅｎｃｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＬｅｔｔｅｒｓ，
２０１７，２４（４）：５１５－５１９．

［１４］沈灏．组合设计理论［Ｍ］．上海：上海交通大学出版社，
１９９６．１２７－１５９．

［１５］ＨＵＷｅｉｗｅｎ，ＷＡＮＧＳｅｎｈｕｎｇ，ＬＩＣＰ．Ｇａｕｓｓｉａｎｉｎｔｅｇｅｒ
ｓｅｑｕｅｎｃｅｓｗｉｔｈｉｄｅａｌｐｅｒｉｏｄｉｃａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２０１２，６０
（１１）：６０７４－６０７９．

［１６］ＳＴＯＲＥＲＴ．ＣｙｃｌｏｔｏｍｙａｎｄＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＳｅｔｓ［Ｍ］．Ｃｈｉｃａ
ｇｏ：ＭａｒｋｈａｍＰｕｂｌｉｓｈｅｓＣｏｍｐａｎｙ，１９６７．２５－８３．

作者简介

　　刘　凯　女，１９７７年生于黑龙江齐齐哈尔．
现为燕山大学信息科学与工程学院副教授、硕

士生导师．研究方向为无线通信编码理论．
Ｅｍａｉｌ：ｌｉｕｋａｉ＠ｙｓｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

　　马国斌　男，１９９１年生于湖北省孝感市．现
为现为燕山大学信息科学与工程学院硕士研究

生．研究方向为扩频序列设计．
Ｅｍａｉｌ：１３５５４５７０３８３＠１６３．ｃｏｍ

　　陈盼盼　女，１９９１年生于河北省衡水市．现
为燕山大学信息科学与工程学院硕士研究生．
研究方向为扩频序列设计．
Ｅｍａｉｌ：ｐｐｃｈｅｎ０＠１６３．ｃｏｍ

１１８


